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Ïëàí ëåêöèé êóðñà ¾Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå¿

Ëåêöèÿ 1

Ââåäåíèå

� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå

1.1. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

1.2. Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû. Ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Ëåêöèÿ 2

� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû

2.1. Çàìêíóòûå ñèñòåìû

2.2. Ïîëíîòà ñèñòåìû

� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå (ÒÐÔ)

3.1. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÒÐÔ

Ëåêöèÿ 3

3.2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ

3.3. Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ

3.4. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ôåéåðà

� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà
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Ïëàí ëåêöèé êóðñà ¾Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå¿

Ëåêöèÿ 4

Îáñóæäåíèå ñëåäñòâèé çàìêíóòîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ

Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ÒÐÔ

Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÒÐÔ

� 6. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè

6.1. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

6.2. Âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÒÐÔ

Ëåêöèÿ 5

� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà

7.1. Ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû Ã¼ëüäåðà

7.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ÒÐÔ äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ Ã¼ëüäåðà

7.3. Ñõîäèìîñòü ÒÐÔ â òî÷êå

7.4. Ïðèìåðû è çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
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8.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãëàäêèõ ôóíêöèé

5 / 5



ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

Òåìà: ÐßÄÛ ÔÓÐÜÅ (ëåêöèÿ 1)

Ëåêòîð: ê.ô.-ì.í., äîöåíò Êðèöêîâ Ëåîíèä Âëàäèìèðîâè÷

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ôàêóëüòåò ÂÌÊ

Ìîñêîâñêèé Öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

18 ìàðòà 2020 ã.

1 / 16



ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. Ââåäåíèå

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ ïî ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûì ñèñòåìàì ôóíêöèé äëÿ
ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ áûëà ïðåäëîæåíà â òðóäàõ ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà
è ôèçèêà Æàí-Áàòèñòà Æîçåôà Ôóðüå.
Â ñâîåì äîêëàäå â Ïàðèæñêîé Àêàäåìèè íàóê (1807), à çàòåì â ñâîåì ìåìóàðå
¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëîòû¿ (1822) îí èçëîæèë ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, ñóòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü
ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ìîäåëüíîì ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â òîíêîì ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû, íà
êîíöàõ êîòîðîãî ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè u(x, t) êîîðäèíàòû
òî÷êè íà ñòåðæíå x è âðåìåíè t, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
. (0.1)

Çäåñü t > 0, à x ìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå � íàïðèìåð, 0 < x < 1.
Ïîñòîÿíñòâî òåìïåðàòóðû íà êîíöàõ ñâîäèòñÿ ê óñëîâèÿì

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0. (0.2)

Êðîìå òîãî, çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå (ïðè t = 0) ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ

u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < 1. (0.3)

2 / 16



ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. Ââåäåíèå

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u = u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < 1.

(0.4)

Èäåÿ Ôóðüå ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ¾ñîáðàòü¿ ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (0.4) èç
ïðîñòåéøèõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîëüêî (0.1) è (0.2):

un(x, t) = e−µ
2
nt sinµnx, (0.5)

ãäå µn = πn, n = 1, 2, . . ..
¾Ñîáðàòü¿ � çíà÷èò èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðåøåíèé (0.5):

u(x, t) ∼
∑
n

cnun(x, t). (0.6)

Îñòàëîñü ïðè òàêîé ¾ñáîðêå¿ òîëüêî ó÷åñòü óñëîâèå (0.3).
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. Ââåäåíèå

Åñëè, íàïðèìåð, ϕ(x) = sin 2πx− sinπx, òî îòâåò î÷åâèäåí

u(x, t) = −u1(x, t) + u2(x, t).

Åñëè æå ϕ(x) � êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà, òî ¾ñáîðêà¿ (0.6) ñ êîíå÷íîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íåâîçìîæíà è íàäî èñïîëüçîâàòü ïîëíûé ðÿä

u(x, t) =
∞∑
n=1

cnun(x, t), (0.7)

à êîýôôèöèåíòû cn âûáèðàòü òàê, ÷òîáû

ϕ(x) =
∞∑
n=1

cn sinµnx. (0.8)

Òàê, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ çàäàííîé ôóíêöèè ϕ(x) â ðÿä ïî

ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé.
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. Ââåäåíèå

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à èìååò çíàêîìûé àíàëîã â òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñèñòåìà {sinµnx}n≥1 îðòîãîíàëüíà â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

(f, g) =

1∫
0

f(x)g(x) dx.

À äëÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ {ψn}Nn=1 â N -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñïðàâåäëèâî ÿâíîå ðàçëîæåíèå

f =
N∑
n=1

(f, ψn)

(ψn, ψn)
ψn. (0.9)

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ îòâå÷àòü íà äîïîëíèòåëüíûå, áîëåå
ñëîæíûå âîïðîñû. Íàïðèìåð,
� äîñòàòî÷íî ëè ôóíêöèé â ñèñòåìå {sinµnx}n≥1 äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëîãà
ðàçëîæåíèÿ (0.9) â âèäå (0.8),
� åñòü ëè â ñèñòåìå ¾ëèøíèå¿ ôóíêöèè, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ êîòîðûõ ðàçëîæåíèå
(0.8) âîçìîæíî,
� â êàêîì ñìûñëå ñëåäóåò ïîíèìàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà (0.8).

Ðåøåíèþ ýòèõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëîæåíèÿìè â

ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû, è áóäóò ïîñâÿùåíû ðàçäåëû ýòîé ãëàâû.
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû
Ôóðüå
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

1.1. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïóñòü L � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è dimL =∞.

Îïð. 1. L íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà íåì ââåäåíî
îòîáðàæåíèå (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå)

∀f, g ∈ L 7→ (f, g) ∈ R,

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I (f, g) = (g, f) ∀f, g ∈ L (ñèììåòðè÷íîñòü);

I (αf + βg, h) = α(f, h) + β(g, h) ∀f, g, h ∈ L ∀α, β ∈ R (ëèíåéíîñòü ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó);

I (f, f) ≥ 0 ∀f ∈ L è (f, f) = 0 ⇐⇒ f = θ (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü).

Êàê èçâåñòíî, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:
� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî è ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,
� âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

(f, g)2 ≤ (f, f) · (g, g) ∀f, g ∈ L, (1)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî f = αg, ëèáî g = αf ñ
íåêîòîðûì α ∈ R.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì.

Îïð. 2. L íàçûâàåòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà íåì ââåäåíî
îòîáðàæåíèå (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå)

∀f, g ∈ L 7→ (f, g) ∈ R,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó è âòîðîìó ñâîéñòâàì èç Îïð.1, à âìåñòî òðåòüåãî
ñâîéñòâà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

I (f, f) ≥ 0 ∀f ∈ L (íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü).

Îòìåòèì, ÷òî â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ñàìî
íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

(f, g)2 ≤ (f, f) · (g, g) ∀f, g ∈ L. (1)

Áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷åíèå E, à äëÿ
ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà � îáîçíà÷åíèå Ẽ.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ïðèìåðû

1. C[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

b∫
a

f(x)g(x) dx. (2)

C[a, b] � áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ïðîâåðüòå!).

2. E0[a, b] � ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2). Îíî ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(x), êîòîðûå
íåïðåðûâíû íà [a, b] êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà xi ∈ (a, b), i = 1,m, ïðè÷åì â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà

f(xi) =
1

2
(f(xi − 0) + f(xi + 0)) .

E0[a, b] � áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ïðîâåðüòå!).

3. R[a, b] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà [a, b],
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2).
R[a, b] � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ïðîâåðüòå!).
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Îïðåäåëèì òàêæå âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé.

Îïð. 3. L íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà íåì ââåäåíî
îòîáðàæåíèå (íîðìà)

∀f ∈ L 7→ ‖f‖ ∈ R,

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I ‖f‖ ≥ 0 ∀f ∈ L è ‖f‖ = 0 ⇐⇒ f = θ (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü);

I ‖αf‖ = |α| · ‖f‖ ∀f ∈ L ∀α ∈ R (ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü);

I ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ ∀f ∈ L (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Îïð. 4. L íàçûâàåòñÿ ïî÷òè íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà íåì
ââåäåíî îòîáðàæåíèå (ïîëóíîðìà)

∀f ∈ L 7→ ‖f‖ ∈ R,

êîòîðîå îáëàäàåò âòîðûì è òðåòüèì ñâîéñòâàìè Îïð.3 è âìåñòî ïåðâîãî
ñâîéñòâà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

I ‖f‖ ≥ 0 ∀f ∈ L (íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü).
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E ìîæíî ïðåâðàòèòü â
íîðìèðîâàííîå, ïîëîæèâ ‖f‖ =

√
(f, f). Ýòî æå ïðàâèëî ïðåâðàùàåò ëþáîå

ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Ẽ â ïî÷òè íîðìèðîâàííîå.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

|(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖ f, g ∈ E (Ẽ) (3)
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

1.2. Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

Îïð. 5. Ýëåìåíòû f, g ∈ E (Ẽ) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (f, g) = 0.

Îïð. 6. Ñèñòåìà ψ1, ψ2, . . . , ψn, . . . ∈ E (Ẽ) íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé
(ÎÍÑ), åñëè

(ψk, ψj) = 0 ∀k 6= j, ‖ψk‖ = 1 ∀k.

Âàæíûé ïðèìåð (Ë.Ýéëåð, 1793). Â R[−π, π] òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé (ÒðÑÔ):

1
√
2π
,
cosx
√
π
,
sinx
√
π
, . . . ,

cosnx
√
π

,
sinnx
√
π

, . . . (4)

îáðàçóåò áåñêîíå÷íóþ ÎÍÑ (ïðîâåðüòå!).

Çàìå÷àíèå. Åñòü è äðóãèå ïðèìåðû ÎÍÑ.
Íàïðèìåð, â R[−1, 1] ÎÍÑ îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Â
R[0, 1] ÎÍÑ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà è Õààðà, ñîñòîÿùèå èç
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ÎÍÑ {ψk}∞k=1 â E (Ẽ).

Îïð. 7. Ðÿäîì Ôóðüå äëÿ f ∈ E (Ẽ) ïî ñèñòåìå {ψk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ
ôîðìàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑
k=1

(f, ψk)ψk, (5)

ãäå êîýôôèöèåíòû (f, ψk) ≡ fk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå äëÿ f .

Îòìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì
{ψk}nk=1 êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ðàññìàòðèâàåìîãî
âåêòîðà f ∈ E:

f =
n∑
k=1

(f, ψk)ψk, f ∈ E.

Ðàçúÿñíèì âûáîð êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå (5) â áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ck ∈ R è ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùóþ
âåëè÷èíó: ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

=

(
n∑
k=1

ckψk − f,
n∑
l=1

clψl − f
)

=

=
n∑

k,l=1

ckcl(ψk, ψl)− 2
n∑
k=1

ck(f, ψk) + (f, f) =

=
n∑
k=1

c2k − 2
n∑
k=1

ckfk +
n∑
k=1

f2k −
n∑
k=1

f2k + ‖f‖2 =
n∑
k=1

(ck − fk)2 −
n∑
k=1

f2k + ‖f‖2

⇒

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
k=1

(ck − fk)2 −
n∑
k=1

f2k + ‖f‖2 (6)
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî (6) äîêàçûâàåò ñëåäóþùåå ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.
Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ψ1, . . . , ψn ÎÍ ñèñòåìû
n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå (5) äàåò íàèìåíüøåå îòêëîíåíèå ïî íîðìå îò f ,
ïðè÷åì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k . (7)

= = = = = = Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò = = = = = =
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû
Ôóðüå

(ïðîäîëæåíèå)

1.2. Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû. Ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÎÍÑ {ψk}∞k=1 â E (Ẽ) è ðÿä Ôóðüå ýëåìåíòà

f ∈ E (Ẽ) ïî ýòîé ñèñòåìå

∞∑
k=1

fkψk, fk = (f, ψk). (5)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ck ∈ R è ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ïîëó÷åíî òîæäåñòâî:∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
k=1

(ck − fk)2 −
n∑
k=1

f2k + ‖f‖2 (6)

è ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.
Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ψ1, . . . , ψn ÎÍÑ n-ÿ
÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå (5) äàåò íàèìåíüøåå îòêëîíåíèå ïî íîðìå îò f ,
ïðè÷åì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k . (7)
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
k=1

(ck − fk)2 −
n∑
k=1

f2k + ‖f‖2 (6)

1. Ïðè âñåõ ck ∈ R: ∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

≥ ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k (6.1)

2. Ïðè ck = fk , k = 1, n, íåðàâåíñòâî (6.1) ïåðåéäåò â ðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k . (7)

3. Ïðè ëþáûõ ck ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

≥

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥
2

. (6.2)
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ðàâåíñòâî (7) òåîðåìû ÷àñòî íàçûâàþò àíàëîãîì òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî ψ1, . . . , ψn � ÎÍÁ ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè,
ïîëó÷èì

n∑
k=1

f2k =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fkψk

∥∥∥∥∥
2

è ðàâåíñòâî (7) ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå

‖f‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fkψk

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

fkψk

∥∥∥∥∥
2

ò.å. ‖f‖2 åñòü ñóììà êâàäðàòîâ íîðì îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè f è
ïåðïåíäèêóëÿðà èç f íà ïîäïðîñòðàíñòâî L(ψ1, . . . , ψn).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

‖f‖2 = ‖f1ψ1‖2 + . . .+ ‖fnψn‖2 +

∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

fkψk

∥∥∥∥∥
2

,

÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îáùåé òåîðåìû Ïèôàãîðà â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ðàâåíñòâî ∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k (7)

ïðèíÿòî íàçûâàòü òîæäåñòâîì Áåññåëÿ.
Îòìåòèì âàæíîå ñëåäñòâèå òîæäåñòâà Áåññåëÿ.

Òåîðåìà 2.
Äëÿ ëþáîé ÎÍÑ {ψk}∞k=1 ∈ E (Ẽ) è ëþáîãî f ∈ E (Ẽ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

f2k ≤ ‖f‖
2 (8)

(òàê íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî

n∑
k=1

f2k ≤ ‖f‖
2 ∀n ∈ N.

Çíà÷èò, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà îãðàíè÷åíû ⇒ îí ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ≤ ‖f‖2.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Òåîðåìà 2.
Äëÿ ëþáîé ÎÍÑ {ψk}∞k=1 ∈ E (Ẽ) è ëþáîãî f ∈ E (Ẽ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

f2k ≤ ‖f‖
2. (8)

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.
Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ E (Ẽ) åãî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå fk:

fk ≡ (f, ψk)→ 0 k →∞.
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Òåïåðü ïåðåôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå äëÿ îáùèõ ðÿäîâ Ôóðüå ðåçóëüòàòû â
ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå R[−π, π]:

1
√
2π
,
cosx
√
π
,
sinx
√
π
, . . . ,

cosnx
√
π

,
sinnx
√
π

, . . . (4)

Èòàê, äëÿ f(x) ∈ R[−π, π] ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

Ôóðüå (ÒÐÔ):

f0 ·
1
√
2π

+
∞∑
k=1

(
f ′k ·

cos kx
√
π

+ f ′′k ·
sin kx
√
π

)
, (9)

ãäå

f0 =
1
√
2π

π∫
−π

f(t) dt,

f ′k =
1
√
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, f ′′k =
1
√
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt.

Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ (8) ïðèîáðåòåò âèä

f20 +

∞∑
k=1

(
(f ′k)

2 + (f ′′k )
2
)
≤

π∫
−π

f2(x) dx. (10)
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� 1. Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Îáùèå ðÿäû Ôóðüå.

Ââåäåì òåïåðü äëÿ ÒÐÔ

f0 ·
1
√
2π

+
∞∑
k=1

(
f ′k ·

cos kx
√
π

+ f ′′k ·
sin kx
√
π

)
, (9)

íîâûå êîíñòàíòû

a0 =
2f0√
π

=
1

π

π∫
−π

f(t) dt,

ak =
f ′k√
π

=
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, bk =
f ′′k√
π

=
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt.

Òîãäà ÒÐÔ ïðèìåò âèä

a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) , (11)

à íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ � âèä

a20
2

+
∞∑
k=1

(
a2k + b2k

)
≤

1

π

π∫
−π

f2(x) dx, (12)

ak → 0, bk → 0 k →∞.
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû
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� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

2.1. Çàìêíóòûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî E (Ẽ) è â íåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó {ψk}∞k=1.

Îïð. 1. Ñèñòåìà {ψk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé â E (Ẽ), åñëè

∀f ∈ E (Ẽ) ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∃c1, . . . , cn ∈ R :∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥ < ε. (1)

Îòìåòèì, ÷òî çàìêíóòîñòü íå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ðÿäà

∞∑
k=1

ckψk,

ñõîäÿùåãîñÿ ê f ïî íîðìå. Ñ èçìåíåíèåì òî÷íîñòè ε > 0 â (1) ìîæåò ìåíÿòüñÿ íå
òîëüêî n ∈ N, íî è (ïîëíîñòüþ!) íàáîð êîýôôèöèåíòîâ c1, . . . , cn.
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� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3.
Åñëè ÎÍÑ {ψk}∞k=1 çàìêíóòà â E (Ẽ), òî äëÿ ëþáîãî f ∈ E (Ẽ) íåðàâåíñòâî
Áåññåëÿ ïåðåõîäèò â òî÷íîå ðàâåíñòâî

∞∑
k=1

f2k = ‖f‖2 (2)

(íàçûâàåìîå ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìêíóòîñòè: ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∃c1, . . . , cN ∈ R∥∥∥∥∥
N∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

< ε2.

Èç íåðàâåíñòâà (6.1) ïîñëå òåîðåìû 1 î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè

‖f‖2 −
N∑
k=1

f2k ≤

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

ckψk − f

∥∥∥∥∥
2

< ε2,

ãäå fk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ f . Òîãäà äëÿ ∀n ≥ N ñïðàâåäëèâî

0 ≤ ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k ≤ ‖f‖
2 −

N∑
k=1

f2k < ε2.
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� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

Òåîðåìà 4.
Åñëè ÎÍÑ {ψk}∞k=1 çàìêíóòà â E (Ẽ), òî äëÿ ëþáîãî f ∈ E (Ẽ) åãî ðÿä Ôóðüå
ñõîäèòñÿ ê f ïî íîðìå:

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥ = 0. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîæäåñòâà Áåññåëÿ (7) òåîðåìû 1 î íàèëó÷øåì
ïðèáëèæåíèè ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fkψk − f

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

f2k ,

à ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Èòàê, äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ÒÐÔ îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé çàìêíóòà â R[−π, π]. Òîãäà èç òåîðåìû 4
áóäåò ñëåäîâàòü åãî ñõîäèìîñòü ïî íîðìå R[−π, π], ò.å. ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì.
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� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

2.2. Ïîëíîòà ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî E (Ẽ) è â íåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó {ψk}∞k=1.

Îïð. 2. Ñèñòåìà {ψk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â E (Ẽ), åñëè èç ðàâåíñòâ
(f, ψk) = 0 ∀k ñëåäóåò, ÷òî f = θ.

Òåîðåìà 5.
Â E ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ÎÍÑ {ψk}∞k=1 ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3

∞∑
k=1

f2k = ‖f‖2.

Åñëè ýëåìåíò f èìååò òîëüêî íóëåâûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, òî ðÿä â ëåâîé
÷àñòè ðàâåí 0 ⇒ ‖f‖ = 0⇒ f = θ.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ íåâåðíî. Îäíàêî, åñëè E �
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî èç ïîëíîòû ÎÍÑ ñëåäóåò åå çàìêíóòîñòü â E.
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� 2. Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

Òåîðåìà 6.
Äëÿ ëþáîé ïîëíîé ÎÍÑ {ψk}∞k=1 ⊂ E äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà f, g ∈ E íå ìîãóò
èìåòü îäèíàêîâûå ðÿäû Ôóðüå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g ∈ E: fk = gk ∀k. Òîãäà

(f, ψk) = (g, ψk) ∀k ⇒ (f − g, ψk) = 0 ∀k ⇒ f − g = θ.
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà Ôóðüå
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Ðàññìîòðèì f(x) ∈ R[−π, π], äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò f(−π + 0), f(π − 0), è
ñîîòâåòñòâóþùèé ÒÐÔ:

f(x) ∼
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) . (1)

Òàê êàê ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè íà R, òî åñòåñòâåííî
ïåðåéòè â ëåâîé ÷àñòè îò f(x), −π ≤ x ≤ π, ê åå ïåðèîäè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ
íà R.

Îïð. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f(x),
−π ≤ x ≤ π, íà R, åñëè

I F (x) = f(x), −π < x < π;

I F (−π) = F (π) = 1
2
(f(−π + 0) + f(π − 0));

I F (x+ 2π) = F (x) ∀x ∈ R.

Â äàëüíåéøåì ñîõðàíèì äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f(x) íà R åå
èñõîäíîå îáîçíà÷åíèå: f(x).
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Îòìåòèì ïðîñòîå ñâîéñòâî èíòåãðàëà îò 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè.

π−x∫
−π−x

f(t) dt =

−π∫
−π−x

f(t) dt+

π∫
−π

f(t) dt+

π−x∫
π

f(t) dt =

=

π∫
π−x

f(t− 2π) dt+

π−x∫
π

f(t) dt+

π∫
−π

f(t) dt =

π∫
−π

f(t) dt.

Òàêèì îáðàçîì,
π−x∫
−π−x

f(t) dt =

π∫
−π

f(t) dt ∀x ∈ R, (2)

èëè
π∫
−π

f(t+ x) dt =

π∫
−π

f(t) dt ∀x ∈ R. (3)
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

3.1. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÒÐÔ.

Ðàññìîòðèì

Sn(x, f) ≡
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) , n ≥ 1,

S0(x, f) =
a0

2
.

Òîãäà

Sn(x, f) =

=
1

2
·
1

π

π∫
−π

f(y) dy +
1

π

n∑
k=1

cos kx

π∫
−π

f(y) cos ky dy + sin kx

π∫
−π

f(y) sin ky dy

 =

=
1

π

π∫
−π

f(y)

{
1

2
+

n∑
k=1

cos k(y − x)
}
dy =

1

π

π−x∫
−π−x

f(x+ t)

{
1

2
+

n∑
k=1

cos kt

}
dt =

=
1

π

π∫
−π

f(x+ t)

{
1

2
+

n∑
k=1

cos kt

}
dt.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Òàê êàê {
1

2
+ cos t+ cos 2t+ . . .+ cosnt

}
· 2 sin

t

2
= sin(n+

1

2
)t,

òî

Sn(x, f) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
sin(n+ 1

2
)t

2 sin t
2

dt (4)

èëè

Sn(x, f) =

π∫
−π

f(x+ t)Dn(t) dt, (5)

ãäå

Dn(t) =
sin(n+ 1

2
)t

2π sin t
2

(6)

� òàê íàçûâàåìîå ÿäðî Äèðèõëå.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ÿäðà Äèðèõëå.

Ëåììà 1.

π∫
−π

Dn(t) dt = 1 ∀n ∈ N. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÒÐÔ äëÿ ôóíêöèè f(x) ≡ 1. Òàê êàê f(x) ≡ 1
îðòîãîíàëüíà âñåì ñèíóñàì sin kx è êîñèíóñàì cos kx â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå, òî

ak = bk = 0 ∀k ∈ N ⇒ Sn(x, f) =
a0

2
=

1

2π

π∫
−π

1 dt = 1.

Èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5) ñðàçó ñëåäóåò (7).

Ëåììà 2.

Sn(x, f)− f(x) =
π∫
−π

Dn(t) [f(x+ t)− f(x)] dt ∀n ∈ N. (8)
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà Ôóðüå
(ïðîäîëæåíèå)

3.2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

3.2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ (ìåòîä ×åçàðî)

Ïóñòü äàí ðÿä

u0 + u1 + u2 + . . .+ uk + . . . =
∞∑
k=0

uk,

÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðîãî

S0 = u0, S1 = u0 + u1, S2 = u0 + u1 + u2, . . . , Sn−1 = u0 + u1 + . . .+ un−1, . . .

îáðàçóþò ñõîäÿùóþñÿ èëè ðàñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñóììèðóåì ìåòîäîì ×åçàðî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ

σ1 = S0, σ2 =
1

2
(S0+S1), σ3 =

1

3
(S0+S1+S2), . . . , σn =

1

n
(S0+S1+. . .+Sn−1), . . .

ñõîäèòñÿ, à åå ïðåäåë A íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ñóììîé ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà.

Äàííûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, òàê êàê åñëè èñõîäíûé ðÿä
ñõîäèòñÿ ê S, òî è îáîáùåííàÿ ñóììà ðÿäà ðàâíà S.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

f(x) ∼
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

ðàññìîòðèì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû

S0(x, f) =
a0

2
, Sn(x, f) =

a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) , n ≥ 1,

è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ

σ1(x, f) = S0(x, f), σ2(x, f) =
1

2

(
S0(x, f) + S1(x, f)

)
, . . . ,

σn(x, f) =
1

n

(
S0(x, f) + S1(x, f) + . . .+ Sn−1(x, f)

)
, . . .
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Ïîëó÷èì êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñðåäíèõ ×åçàðî σn(x, f).

Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Sn(x, f):

Sn(x, f) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
sin(n+ 1

2
)t

2 sin t
2

dt. (4)

Òîãäà

σn(x, f) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(x, f) =
1

πn

π∫
−π

f(x+ t)

{
n−1∑
k=0

sin(k + 1
2

)t

2 sin t
2

}
dt.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Òàê êàê{
sin

1

2
t+ sin

3

2
t+ . . .+ sin(n−

1

2
)t

}
· 2 sin

t

2
= 1− cosnt = 2 sin2 nt

2
,

òî

σn(x, f) =
1

2πn

π∫
−π

f(x+ t)
sin2 nt

2

sin2 t
2

dt (9)

èëè

σn(x, f) =

π∫
−π

f(x+ t)Φn(t) dt, (10)

ãäå

Φn(t) =
1

2πn

(
sin nt

2

sin t
2

)2

(11)

� òàê íàçûâàåìîå ÿäðî Ôåéåðà.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Ëåììà 1.
ßäðî Ôåéåðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I Φn(t) íåîòðèöàòåëüíî è ÷åòíî íà [−π, π];

I äëÿ âñåõ n ∈ N
π∫
−π

Φn(t) dt = 1; (12)

I äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π):

−δ∫
−π

Φn(t) dt =

π∫
δ

Φn(t) dt→ 0 n→∞. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÒÐÔ äëÿ ôóíêöèè f(x) ≡ 1. Òîãäà
Sn(x, f) = 1 ∀n ∈ N, è ñëåäîâàòåëüíî, σn(x, f) = 1 ∀n ∈ N. Èç èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ (10) ñðàçó ñëåäóåò (12).

Åñëè t ∈ [δ, π], òî

Φn(t) ≤
1

2πn

(
1

sin δ
2

)2

→ 0 n→∞.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Ëåììà 1.
ßäðî Ôåéåðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I Φn(t) íåîòðèöàòåëüíî è ÷åòíî íà [−π, π];

I äëÿ âñåõ n ∈ N
π∫
−π

Φn(t) dt = 1; (12)

I äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π):

−δ∫
−π

Φn(t) dt =

π∫
δ

Φn(t) dt→ 0 n→∞. (13)

Ëåììà 2.

σn(x, f)− f(x) =

π∫
−π

Φn(t) [f(x+ t)− f(x)] dt ∀n ∈ N. (14)
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

3.3. Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Òåîðåìà 7 (Ôåéåð).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [−π, π] è f(−π) = f(π), òî ðàâíîìåðíî íà
[−π, π]

σn(x, f) ⇒ f(x). (15)
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.

1) Ïðîäîëæèì f(x) ïåðèîäè÷åñêè íà R, òîãäà, òàê êàê f(−π) = f(π), òî ýòî
ïðîäîëæåíèå f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R è, êðîìå òîãî, ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíàÿ íà R. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, π) : ∀x ∈ R ∀t ∈ [−δ, δ]⇒ |f(x+ t)− f(x)| <
ε

2
.

2) σn(x, f)− f(x) =

π∫
−π

Φn(t) [f(x+ t)− f(x)] dt =

=

δ∫
−δ

Φn(t) [f(x+ t)− f(x)] dt+

∫
δ≤|t|≤π

Φn(t) [f(x+ t)− f(x)] dt ≡ I1 + I2.

3) |I1| ≤
δ∫
−δ

Φn(t) |f(x+ t)− f(x)| dt ≤
ε

2

δ∫
−δ

Φn(t) dt <
ε

2

π∫
−π

Φn(t) dt =
ε

2
.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

4) |I2| ≤
∫

δ≤|t|≤π

Φn(t) |f(x+ t)− f(x)| dt ≤ 2M

∫
δ≤|t|≤π

Φn(t) dt = 4M

π∫
δ

Φn(t) dt <
ε

2

ïðè n ≥ N , åñëè N âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì.

Èòàê,
|σn(x, f)− f(x)| < ε

ïðè n ≥ N ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ R.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû 7 â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ
íåîáõîäèìûìè:
åñëè σn(x, f) äëÿ íåêîòîðîé f(x) ∈ R[−π, π] ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ê

f(x), òî

I f(x) íåïðåðûâíà íà [−π, π];

I f(−π) = f(π).
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

3.4. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ôåéåðà.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ f(x) ∈ C[−π, π]: f(−π) = f(π) ñðåäíèå ×åçàðî ÒÐÔ
σn(x, f) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ê ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè f(x).

Íîâûé âîïðîñ: Êàê âåäóò ñåáÿ ñðåäíèå ×åçàðî σn(x, f), åñëè f(x) ëèøü
èíòåãðèðóåìà íà [−π, π] ?

Òåîðåìà 8 (Ôåéåð).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ R[−π, π] è 2π-ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà R.
Ïóñòü â òî÷êå x0 ∈ R ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ f(x0 − 0) è f(x0 + 0).
Òîãäà â ýòîé òî÷êå x0:

σn(x0, f)→
1

2

[
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

]
n→∞. (16)
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.

Ïîëîæèì f̃(x0) = 1
2

[
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

]
è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî

I f(x) îãðàíè÷åíà íà R: |f(x)| ≤M ∀x ∈ R;
I ∀ε > 0 ∃δ > 0: ∀t ∈ (0, δ)⇒ |f(x0 + t)− f(x0 + 0)| < ε

4
;

I ∀ε > 0 ∃δ > 0: ∀t ∈ (−δ, 0)⇒ |f(x0 + t)− f(x0 − 0)| < ε
4
.

Ïðîàíàëèçèðóåì ðàçíîñòü σn(x0, f)− f̃(x0) ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (14):

σn(x0, f)− f̃(x0) =

π∫
−π

Φn(t)
[
f(x0 + t)− f̃(x0)

]
dt =

=

∫
δ≤|t|≤π

Φn(t)
[
f(x0 + t)− f̃(x0)

]
dt+

+

δ∫
0

Φn(t)f(x0+t) dt+

0∫
−δ

Φn(t)f(x0+t) dt−
1

2

[
f(x0−0)+f(x0+0)

]
·2

δ∫
0

Φn(t) dt =

= I1 +

δ∫
0

Φn(t)
[
f(x0 + t)− f(x0 + 0)

]
dt+

0∫
−δ

Φn(t)
[
f(x0 + t)− f(x0 − 0)

]
dt =

= I1 + I2 + I3.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Òîãäà

|I2| ≤
δ∫

0

Φn(t)
∣∣f(x0 + t)− f(x0 + 0)

∣∣ dt ≤ ε

4

δ∫
0

Φn(t) dt <
ε

4
,

|I3| ≤
0∫
−δ

Φn(t)
∣∣f(x0 + t)− f(x0 − 0)

∣∣ dt ≤ ε

4

0∫
−δ

Φn(t) dt <
ε

4
,

|I1| ≤
∫

δ≤|t|≤π

Φn(t)
∣∣∣f(x0 + t)− f̃(x0)

∣∣∣ dt ≤ 4M

π∫
δ

Φn(t) dt <
ε

2
ïðè n ≥ N .

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣σn(x0, f)− f̃(x0)
∣∣∣ < ε,

åñëè n ≥ N , ãäå N äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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� 3. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî ÒÐÔ.

Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî:

I åñëè f(x) ∈ C[−π, π]: f(−π) = f(π), òî ñðåäíèå ×åçàðî ÒÐÔ σn(x, f)
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ê ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè f(x);

I åñëè f(x) ∈ R[−π, π], òî â êàæäîé òî÷êå x = x0 íåïðåðûâíîñòè èëè ðàçðûâà
1 ðîäà ñðåäíèå ×åçàðî ÒÐÔ σn(x0, f) ñõîäÿòñÿ ê ÷èñëó
1
2

[
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

]
.

Îòâåòèì ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîé òåîðåìû Ôåéåðà íà ñëåäóþùèé âîïðîñ:

åñëè ÒÐÔ ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = x0, òî ÷åìó ðàâåí ýòîò ïðåäåë ?

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 8.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ R[−π, π] è 2π-ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà R.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî

I ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = x0;

I â òî÷êå x = x0 ôóíêöèÿ f(x) ëèáî íåïðåðûâíà, ëèáî èìååò ðàçðûâ 1 ðîäà.

Òîãäà ÒÐÔ â òî÷êå x = x0 ñõîäèòñÿ
ëèáî ê f(x0), ëèáî ê 1

2

[
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

]
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî: σn(x0, f)→ 1
2

[
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

]
. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè

ìåòîäà ×åçàðî ⇒
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Òåîðåìà
Âåéåðøòðàññà
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå R[−π, π]:

1
√

2π
,

cosx
√
π
,

sinx
√
π
, . . . ,

cosnx
√
π

,
sinnx
√
π

, . . . (1)

Äëÿ êðàòêîñòè ëþáóþ êîíå÷íóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ñèñòåìû (1)
áóäåì íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,

I ÷àñòè÷íûå ñóììû ÒÐÔ Sn(x, f);

I ñðåäíèå ×åçàðî ÒÐÔ σn(x, f);

I ñòåïåíè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé sinn x, cosn x, n ∈ N (ïðîâåðüòå!);

I ôóíêöèè âèäà P (sinx, cosx), ãäå P (t1, t2) � ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ
t1, t2 (ïðîâåðüòå!).

Òåîðåìà 9.
Ñèñòåìà (1) çàìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå R[−π, π], ò.å. äëÿ ∀f(x) ∈ R[−π, π] è
∀ε > 0 ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T (x):

‖f(x)− T (x)‖ < ε. (2)
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9 ðåàëèçóåì â òðè ýòàïà.
Äëÿ ∀f(x) ∈ R[−π, π] è ∀ε > 0

I ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ f1(x) òàêóþ, ÷òî

‖f(x)− f1(x)‖ <
ε

3
; (3)

I ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ íà [−π, π] ôóíêöèþ g(x) òàêóþ, ÷òî g(−π) = g(π) è

‖f1(x)− g(x)‖ <
ε

3
; (4)

I óêàæåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T (x) òàêîé, ÷òî

‖g(x)− T (x)‖ <
ε

3
. (5)
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

1. Ïîñòðîåíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè f1(x)

Â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà, ò.å. |f(x)| ≤M ∀x ∈ [−π, π],
è ïî êðèòåðèþ Äàðáó äëÿ ∀ε > 0 ∃ ðàçáèåíèå: −π = x0 < x1 < . . . < xn = π
òàêîå, ÷òî

0 ≤
π∫
−π

f(x) dx−
n∑
k=1

mk(xk − xk−1) < ε1 = ε2/(18M), (6)

ãäå mk = inf
xk−1≤x≤xk

f(x).

Ââåäåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ

f1(x) =

{
m1, x ∈ [x0, x1],
mk, x ∈ (xk−1, xk] ∀k = 2, . . . , n.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (6) ïðèìåò âèä

0 ≤
π∫
−π

f(x) dx−
π∫
−π

f1(x) dx < ε1 = ε2/(18M). (7)
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò

‖f(x)−f1(x)‖2 =

π∫
−π

(f(x)−f1(x))2 dx ≤
π∫
−π

(f(x)−f1(x))
(
|f(x)|+ |f1(x)|

)
dx ≤

≤ 2M

π∫
−π

(f(x)− f1(x)) dx <
ε2

9
.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g(x) ìîäèôèöèðóåì
êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ f1(x) â òî÷êàõ åå ðàçðûâà, à òàêæå â òî÷êå x = π,
åñëè f1(π) 6= f1(−π).

Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçðûâà x = xk:

f1(x) =

{
mk, x ≤ xk,
mk+1, x > xk,

è mk+1 6= mk.

Ïåðåéäåì ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) =


mk, x ≤ xk,
mk +

mk+1−mk

h
(x− xk), x ∈ (xk, xk + h),

mk+1, x ≥ xk + h,

ò.å. óáåðåì ðàçðûâ, èñïîëüçîâàâ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ â êà÷åñòâå ¾âñòàâêè¿ íà
èíòåðâàëå (xk, xk + h) äîñòàòî÷íî ìàëîé äëèíû h.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì

xk+h∫
xk

|g(x)− f1(x)| dx ≤
h

2
|mk+1 −mk| ≤Mh,

à, çíà÷èò, êàê íà ïåðâîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà,

xk+h∫
xk

(g(x)− f1(x))2 dx ≤ 2M ·Mh = 2M2h.

Òàêèì îáðàçîì, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè f1(x) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê åå
ðàçðûâà ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

‖g(x)− f1(x)‖2 ≤ 2nM2h (n � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà)

ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîãî ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ε2

9
çà ñ÷åò âûáîðà h.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

3. Âûáîð òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà T (x) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
òåîðåìû Ôåéåðà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåííîé ôóíêöèè g(x) ∈ C[−π, π], g(−π) = g(π)
âîçüìåì â êà÷åñòâå T (x) ñðåäíèå ×åçàðî σn(x, g) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì
íîìåðîì n. Òîãäà íåðàâåíñòâî

‖g(x)− T (x)‖ <
ε

3
(5)

áóäåò ñëåäîâàòü èç òîãî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ σn(x, g) ê g(x) íà
[−π, π] îáåñïå÷èâàåò èõ ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèÿ çàìêíóòîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â R[−π, π]

1. Ñèñòåìà (1) çàìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[−π, π] è â
ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé E0[−π, π].

2. Ñèñòåìà (1) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâàõ C[−π, π] è E0[−π, π].

3. Ñèñòåìà
sinx
√
π
,

sin 2x
√
π
, . . . ,

sinnx
√
π

, . . . (6)

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå E0[0, π] è â ïðîñòðàíñòâå E0[−π, 0].

4. Ñèñòåìà
1
√

2π
,

cosx
√
π
,

cos 2x
√
π

, . . . ,
cosnx
√
π

, . . . (7)

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå E0[0, π] è â ïðîñòðàíñòâå E0[−π, 0].
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.

Ïóñòü f(x) ∈ E0[0, π] îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû (6), ò.å.

π∫
0

f(x)
sinnx
√
π

dx = 0 ∀n ∈ N.

Ïðîäîëæèì f(x) íå÷åòíûì îáðàçîì íà [−π, 0] è ïåðåîïðåäåëèì åå, ïðè
íåîáõîäèìîñòè, â òî÷êå x = 0, ïîëîæèâ f(0) = 0. Òîãäà

π∫
−π

f(x)
sinnx
√
π

dx = 0 ∀n ∈ N,

è, êðîìå òîãî,
π∫
−π

f(x)
cosnx
√
π

dx = 0 ∀n = 0, 1, 2, . . .

â ñèëó íå÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
Òåì ñàìûì, f(x) ∈ E0[−π, π] îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìû (1) è, çíà÷èò, â ñèëó åå ïîëíîòû f(x) ≡ 0.
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5. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ R[−π, π] âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

a20
2

+
∞∑
k=1

(
a2k + b2k

)
=

1

π

π∫
−π

f2(x) dx. (8)

6. ÒÐÔ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ R[−π, π] ñõîäèòñÿ ê f(x) â ñðåäíåì.

7. ÒÐÔ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ R[−π, π] ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî
[−π, π] èëè ïî ëþáîé åãî ÷àñòè.

8. Åñëè äâå ôóíêöèè f(x), g(x) ∈ E0[−π, π] èìåþò îäèíàêîâûå ðÿäû Ôóðüå, òî
f(x) ≡ g(x).
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9. Åñëè ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ∈ E0[−π, π] ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π] èëè íà
êàêîé-ëèáî åãî ÷àñòè [a, b] ⊂ [−π, π], òî ÒÐÔ ñõîäèòñÿ èìåííî ê f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 9.

Ïóñòü Sn(x, f) ⇒ g(x) ⇒ ‖Sn(x, f)− g(x)‖ → 0.
Íî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 6 ‖Sn(x, f)− f(x)‖ → 0 ⇒ ‖f(x)− g(x)‖ → 0 ⇒
f(x) ≡ g(x).
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10. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ìíîãî÷ëåíàìè

Òåîðåìà 10.
Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà [a, b] ôóíêöèè f(x) è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîé, ÷òî

|f(x)− P (x)| < ε ∀x ∈ [a, b]. (9)

Çàìå÷àíèå.

Òåêóùåå èçëîæåíèå � ñëåäñòâèå ðåçóëüòàòîâ Ë.Ôåéåðà (1904).

Ê.Âåéåðøòðàññ (1885) � ïåðâûì äîêàçàë ýòó òåîðåìó êàê ñëåäñòâèå ñâîèõ
èññëåäîâàíèé ñïåöèàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñ.Í.Áåðíøòåéí (1912) ïðåäëîæèë êîíñòðóêòèâíîå ïîñòðîåíèå
àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà P (x).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Âûïîëíèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåíòà x ïî ôîðìóëå: x = a+ b−a
π
t.

Òîãäà f(x) = f
(
a+ b−a

π
t
)
≡ g(t), ïðè÷åì íîâàÿ ôóíêöèÿ g(t) áóäåò íåïðåðûâíîé

íà [0, π].
Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ g(t) ÷åòíûì îáðàçîì íà [−π, 0]. Òîãäà

g(t) ∈ C[−π, π], g(−π) = g(π).

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9, âîçüìåì ñðåäíèå ×åçàðî T (t) = σn(t, g) ñ
íàñòîëüêî áîëüøèì íîìåðîì n, ÷òîáû

|g(t)− T (t)| <
ε

2
∀t ∈ [−π, π]. (10)

Òåïåðü, â ñâîþ î÷åðåäü, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T (t) ðàçëîæèì â
ñõîäÿùèéñÿ ïðè âñåõ t ∈ R ðÿä Òåéëîðà è âûáåðåì åãî ÷àñòè÷íóþ ñóììó Qn(t)
òàê, ÷òîáû

|T (t)−Qn(t)| <
ε

2
∀t ∈ [−π, π]. (11)

Òîãäà
|g(t)−Qn(t)| < ε ∀t ∈ [−π, π]

èëè, â òåðìèíàõ èñõîäíîé ïåðåìåííîé x,∣∣∣∣f(x)−Qn
(

π

b− a
(x− a)

)∣∣∣∣ < ε ∀x ∈ [a, b]. (12)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìûì íåðàâåíñòâîì (9), òàê êàê
P (x) = Qn

(
π
b−a (x− a)

)
� ìíîãî÷ëåí.
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Èçó÷åíèå ñõîäèìîñòè ñàìîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå

� ðàâíîìåðíîé è â êàæäîé òî÷êå �

ïðîäîëæèì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Òåîðåìà
Âåéåðøòðàññà
(îêîí÷àíèå)
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Èòàê, äëÿ ÒÐÔ äëÿ ôóíêöèè f(x)

f(x) ∼
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó R[−π, π], â êîòîðîì íîðìà
(ïîëóíîðìà) çàäàåòñÿ

‖f‖2 =

 π∫
−π

f2(x) dx

1/2

, (2)

òî ÒÐÔ (1) ñõîäèòñÿ ê f(x) â ñðåäíåì, ò.å. åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(x, f)
ñõîäÿòñÿ ê f(x) ïî íîðìå (2):

‖Sn(x, f)− f(x)‖2 → 0 n→∞. (3)

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íîðìû

‖f‖p =

 π∫
−π

|f(x)|p dx

1/p

, p > 1, (4)

ñïðàâåäëèâ òàêîé æå ñîãëàñîâàííûé ðåçóëüòàò:

‖Sn(x, f)− f(x)‖p → 0 n→∞. (5)
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ÒÐÔ â ñðåäíåì (3) âîâñå íå îçíà÷àåò åãî ñõîäèìîñòè
äàæå â êàêîé-ëèáî òî÷êå íà [−π, π].

Òàê ÷òî âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ÒÐÔ â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå ïîêà îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîïðîáóåì ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûé ñîãëàñîâàííûé ¾ðåçóëüòàò¿,
èñïîëüçóÿ äðóãóþ íîðìó.

Ðàññìîòðèì âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x) íà [−π, π], êîòîðûå òàêîâû, ÷òî
f(−π) = f(π). Îíè îáðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî �
îáîçíà÷èì åãî C∗[−π, π]. Ââåäåì

‖f(x)‖∗ = max
x∈[−π,π]

|f(x)|. (6)

Íàì èçâåñòíî, ÷òî ïðè n→∞

‖fn(x)− f(x)‖∗ → 0 ⇐⇒ fn(x) ⇒ f(x) íà [−π, π],

è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (6) çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå C∗[−π, π].
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Èìååò ëè ìåñòî â äàííîì ñëó÷àå òàêàÿ æå ñîãëàñîâàííîñòü ñõîäèìîñòè ÒÐÔ,
ò.å. åñëè f(x) ∈ C∗[−π, π], òî âåðíî ëè:

‖Sn(x, f)− f(x)‖∗ → 0 ⇐⇒ Sn(x, f) ⇒ f(x) íà [−π, π]. (7)

Ðåçóëüòàò (7) íàìè íå áûë äîêàçàí. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü áûëà äîêàçàíà
ëèøü äëÿ ñðåäíèõ ×åçàðî (òåîðåìà Ôåéåðà):

σn(x, f) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(x, f)⇒ ‖σn(x, f)− f(x)‖∗ → 0.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîêàçàòü äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü ÒÐÔ (è äàæå ñõîäèìîñòü ÒÐÔ â êàêîé-ëèáî òî÷êå) ïðèíöèïèàëüíî
íåâîçìîæíî.

I [Äþáóà-Ðåéìîí, 1876 ] ∃f(x) ∈ C∗[−π, π]: åå ÒÐÔ ðàñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå
òî÷åê, âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàþùåì [−π, π];

I [Ëåáåã, 1909 ] ïðè÷èíà � â ñâîéñòâàõ ÿäðà Äèðèõëå Dn(t):

Sn(x, f) =

π∫
−π

f(x+ t)Dn(t) dt.

Â îòëè÷èå îò ÿäðà Ôåéåðà Φn(t), ïîðîæäàþùåãî ïî òîé æå ôîðìóëå ñðåäíèå
×åçàðî:

π∫
−π

Φn(t) dt = 1 è

π∫
−π

|Φn(t)| dt = 1, òàê êàê Φn(t) ≥ 0,

äëÿ ÿäðà Äèðèõëå

π∫
−π

Dn(t) dt = 1, íî

π∫
−π

|Dn(t)| dt ∼
4

π2
lnn.
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ó âîïðîñà ñõîäèìîñòè ÒÐÔ â òî÷êàõ [−π, π] ñâîÿ èñòîðèÿ.

I [Êîëìîãîðîâ, 1926 ] ∃f(x), äîïóñêàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîíèìàåìîãî â
ñìûñëå Ëåáåãà èíòåãðàëà

π∫
−π

|f(x)| dx <∞,

äëÿ êîòîðîé ÒÐÔ ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå [−π, π];

I [Êàðëåñîí, 1966 ] äëÿ ëþáîé f(x), äîïóñêàþùåé ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà

π∫
−π

|f(x)|2 dx <∞,

åå ÒÐÔ ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà [−π, π].
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� 4. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Âûâîä

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèëñÿ ðàâíîìåðíî èëè â òî÷êå, îò
ôóíêöèè f(x) íåîáõîäèìî òðåáîâàòü áîëüøåãî, ÷åì ïðîñòî åå íåïðåðûâíîñòü
íà [−π, π].
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Îïð. Ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà [a, b] êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, åñëè

I f ′(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà âñåì (a, b), êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê xk ∈ (a, b), â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò f ′(xk ± 0),

I ñóùåñòâóþò f ′(a+ 0) è f ′(b− 0).

Ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå xk:

f ′(xk) =
1

2

(
f ′(xk + 0) + f ′(xk − 0)

)
.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Ïðèìåðû:

1. Ôóíêöèÿ f(x) = |x| íà [−1, 1]

I f ′(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ x 6= 0; f ′(−1 + 0) = −1,
f ′(1− 0) = 1;

I â òî÷êå x1 = 0: ñóùåñòâóþò f ′(0− 0) = −1, f ′(0 + 0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, f ′(x) = sgn(x) íà [−1, 1].

2. Ôóíêöèÿ f(x) = {x} íà [0, 2] (äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà)

I f ′(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ x 6= 1; f ′(0 + 0) = 1, f ′(2− 0) = 1;

I â òî÷êå x1 = 1: ñóùåñòâóþò f ′(1− 0) = 1, f ′(1 + 0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, f ′(x) = 1 íà [0, 2].
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Òåîðåìà 11.
Ïóñòü f(x) ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π) è f(x) èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ íà [−π, π].
Òîãäà ÒÐÔ äëÿ f(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà [−π, π], ïðè÷åì ýòà
ñõîäèìîñòü àáñîëþòíàÿ, ò.å. ðÿä

|a0|
2

+
∞∑
n=1

(|an cosnx|+ |bn sinnx|) (8)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [−π, π].
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü òîëüêî ðÿäà (8):
� èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñàìîãî ÒÐÔ,
� à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ÒÐÔ áóäåò èìåííî ê ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè f(x) (ñì. �4).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà, ò.å. äîêàæåì ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) . (9)

Ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå:

αn =
1

π

π∫
−π

f ′(x) cosnx dx, βn =
1

π

π∫
−π

f ′(x) sinnx dx.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Òîãäà, åñëè x1 < x2 < . . . < xm−1 � òî÷êè ðàçðûâà f ′(x), à òàêæå x0 = −π,
xm = π, òî

αn =
1

π

m∑
k=1

xk∫
xk−1

cosnx df(x) =

=
1

π

m∑
k=1

f(xk) cosnxk − f(xk−1) cosnxk−1 + n

xk∫
xk−1

f(x) sinnx dx

 =

=
n

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx+

+
{
f(x1) cosnx1 − f(x0) cosnx0 + f(x2) cosnx2 − f(x1) cosnx1 + . . .

. . .+f(xm) cosnxm−f(xm−1) cosnxm−1

}
= nbn−f(−π) cosnπ+f(π) cosnπ = nbn.

Àíàëîãè÷íî,
βn = −nan.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Èòàê, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) =
∞∑
n=1

(
|αn|
n

+
|βn|
n

)
≤

≤
∞∑
n=1

(
1

2
|αn|2 +

1

2n2
+

1

2
|βn|2 +

1

2n2

)
=

=
1

2

∞∑
n=1

(
|αn|2 + |βn|2

)
+
∞∑
n=1

1

n2
<∞

â ñèëó ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà 2xy ≤ x2 + y2 è íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ÒÐÔ

Òåîðåìà 12.
Ïóñòü ôóíêöèè f(x), f ′(x), . . . , f (m)(x) íåïðåðûâíû íà [−π, π] è
f (k)(−π) = f (k)(π) äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . ,m.
Ïóñòü òàêæå f (m)(x) èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [−π, π].
Òîãäà ÒÐÔ äëÿ f(x) ìîæíî m ðàç ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà [−π, π].

17 / 33



� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Âûïîëíèì ôîðìàëüíîå ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî ðÿäà

f (k)(x) ∼
∞∑
n=1

nk
(
an cos(nx−

πk

2
) + bn sin(nx−

πk

2
)

)
, k = 1, . . . ,m,

è äîêàæåì, ÷òî ïðè k = m ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [−π, π], òàê êàê
ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

∞∑
n=1

nm (|an|+ |bn|) . (10)

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå ýòî è ïîçâîëèò îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Ïóñòü αn è βn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f (m+1)(x):

αn =
1

π

π∫
−π

f (m+1)(x) cosnx dx, βn =
1

π

π∫
−π

f (m+1)(x) sinnx dx.

Òîãäà, ïðîâîäÿ (m+ 1) ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â ýòèõ èíòåãðàëàõ,
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

|αn|+ |βn| = nm+1
(
|an|+ |bn|

)
,

à, ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
n=1

nm (|an|+ |bn|) =
∞∑
n=1

(
|αn|
n

+
|βn|
n

)
<∞,

êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÒÐÔ

Òåîðåìà 13.
Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 11.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Sn(x, f)− f(x)| ≤
γn√
n
∀x ∈ [−π, π], (11)

ãäå γn → 0 ïðè n→∞.
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� 5. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ñóìì

N∑
n=1

|cndn| ≤
(

N∑
n=1

c2n

)1/2( N∑
n=1

d2n

)1/2

,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðè N →∞ ðÿäû â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäÿòñÿ, òî

∞∑
n=1

|cndn| ≤
( ∞∑
n=1

c2n

)1/2( ∞∑
n=1

d2n

)1/2

.

Ïðîâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìóþ îöåíêó

|Sn(x, f)− f(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
k=n+1

(|ak|+ |bk|) =
∞∑

k=n+1

(
|αk|
k

+
|βk|
k

)
≤

≤


 ∞∑
k=n+1

α2
k

1/2

+

 ∞∑
k=n+1

β2
k

1/2
·
 ∞∑
k=n+1

1

k2

1/2

≡ γn

 ∞∑
k=n+1

1

k2

1/2

.
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Òåïåðü, â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè y = x−2 íà (0,+∞)

∞∑
k=n+1

1

k2
=

∞∑
k=n+1

1

k2

k∫
k−1

dx ≤
∞∑

k=n+1

k∫
k−1

dx

x2
=

+∞∫
n

dx

x2
=

1

n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Sn(x, f)− f(x)| ≤
γn√
n
∀x ∈ [−π, π].
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1. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè f(x) ∈ R[−π, π], òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå an è bn:

an, bn → 0, n→∞.

Óñòàíîâèì àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, t).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x, t) = f(x+ t)g(t), ãäå

I f(t) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà [−π, π];

I ôóíêöèÿ g(t) èíòåãðèðóåìà íà [−π, π],

è åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

an(x) =
1

π

π∫
−π

F (x, t) cosnt dt, bn(x) =
1

π

π∫
−π

F (x, t) sinnt dt. (12)
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Ëåììà 1.

1) Ôóíêöèÿ I(x) =
π∫
−π

F (x, t) dt íåïðåðûâíà íà [−π, π] (è íà R).

2) Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå an(x), bn(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà [−π, π].

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

I(x+ h)− I(x) =

π∫
−π

(f(x+ h+ t)− f(x+ t))g(t) dt.

Òîãäà

|I(x+h)−I(x)| ≤M
π∫
−π

|f(x+h+ t)−f(x+ t)| dt = M

π∫
−π

|f(t+h)−f(t)| dt. (13)
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Ïðèáëèçèì f(t) òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì T (t) ïî íîðìå R[−π, π]:

‖f(t)− T (t)‖2 =

π∫
−π

|f(t)− T (t)|2 dt <
ε2

18πM2

⇒
π∫
−π

|f(t)− T (t)| dt ≤ ‖f(t)− T (t)‖ ·
√

2π <
ε

3M
.

Îöåíèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü (13):

π∫
−π

|f(t+ h)− f(t)| dt ≤
π∫
−π

|f(t+ h)− T (t+ h)| dt+

π∫
−π

|T (t+ h)− T (t)| dt+

+

π∫
−π

|T (t)− f(t)| dt <
2ε

3M
+

π∫
−π

|T (t+ h)− T (t)| dt.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ε
3M

çà ñ÷åò âûáîðà δ > 0 è
ðàññìîòðåíèÿ ëþáûõ h : |h| < δ â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè T (t) íà R.
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2. Âûïèøåì äëÿ F (x, t) ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

a20(x)

2
+
∞∑
n=1

(
a2n(x) + b2n(x)

)
=

1

π

π∫
−π

F 2(x, t) dt. (14)

I Ôóíêöèè

an(x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t) g(t) cosnt dt, bn(x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t) g(t) sinnt dt,

π∫
−π

F 2(x, t) dt =

π∫
−π

f2(x+ t)g2(t) dt

íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé x ∈ [−π, π].

I Ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû.

[Ïî ïðèçíàêó Äèíè] Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä â (14) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π]
⇒

an(x), bn(x) ⇒ 0 íà [−π, π]
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2. Âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÒÐÔ

Ðàññìîòðèì

Sn(x, f) =

π∫
−π

f(x+ t)Dn(t) dt, Dn(t) =
sin(n+ 1

2
)t

2π sin t
2

.

Òîãäà ïðè ∀δ ∈ (0, π):

Sn(x, f) =

δ∫
−δ

f(x+ t)Dn(t) dt+

∫
δ≤|t|≤π

f(x+ t)
1

2π sin t
2

sin(n+
1

2
)t dt =

=

δ∫
−δ

f(x+ t)Dn(t) dt + rn(x).

28 / 33
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Òîãäà

rn(x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)g(t) sin(n+
1

2
)t dt,

ãäå

g(t) =


1

2 sin t
2

, åñëè δ ≤ |t| ≤ π,

0, åñëè −δ < t < δ,

èíòåãðèðóåìà íà [−π, π].

Ñëåäîâàòåëüíî,

rn(x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t) · g(t) cos
t

2
· sinnt dt+

1

π

π∫
−π

f(x+ t) · g(t) sin
t

2
· cosnt dt⇒ 0

ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî íà [−π, π].
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Àíàëîãè÷íî

Sn(x, f)− f(x) =

π∫
−π

[f(x+ t)− f(x)]Dn(t) dt =

=

δ∫
−δ

[f(x+ t)− f(x)]Dn(t) dt+ rn(x)− f(x)

∫
δ≤|t|≤π

Dn(t) dt.

Çäåñü rn(x) ⇒ 0 è∣∣∣∣∣∣∣f(x)

∫
δ≤|t|≤π

Dn(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M
∣∣∣∣∣∣ 1π

π∫
−π

1 · g(t) sin(n+
1

2
)t dt

∣∣∣∣∣∣→ 0, n→∞.

Çíà÷èò, è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà [−π, π].
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Ëåììà 2.
Äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π) è ëþáîé êîíñòàíòû A ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

Sn(x, f) =

δ∫
−δ

f(x+ t)Dn(t) dt + rn(x), rn(x) ⇒ 0,

Sn(x, f)− f(x) =

δ∫
−δ

[f(x+ t)− f(x)]Dn(t) dt + Rn(x), Rn(x) ⇒ 0,

Sn(x0, f)−A =

δ∫
−δ

[f(x0 + t)−A]Dn(t) dt + R̃n, R̃n → 0.
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Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé

Òåîðåìà 14.
(Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà)
Ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ÒÐÔ çàäàííîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x) â
äàííîé òî÷êå (íà äàííîì ìíîæåñòâå) çàâèñèò ëèøü îò ïîâåäåíèÿ f(x) â ñêîëü
óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè (ýòîãî ìíîæåñòâà).

Òåîðåìà 15.
(Óòî÷íåííûé ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà)
Åñëè 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ íà [−π, π] ôóíêöèÿ f(x) òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ íà [a, b] ⊂ [−π, π], òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 ÒÐÔ
ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà [a+ δ, b− δ]:

Sn(x, f) ⇒ f(x) ≡ 0 íà [a+ δ, b− δ].
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Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
Ôóðüå

� ðàâíîìåðíîé è â êàæäîé òî÷êå �

ïðîäîëæèì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

7.1. Ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû Ã¼ëüäåðà

Ïîëó÷åííûå â �5 ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ÒÐÔ â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå
òðåáîâàëè íàëè÷èÿ ó ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè f(x) ïðîèçâîäíîé f ′(x) âî âñåõ
òî÷êàõ, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà, ãäå f ′(x) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî
ðîäà.
Íàïðèìåð, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =

√
|x| íà [−π, π] ê òàêîâûì íå

îòíîñèòñÿ, òàê êàê lim
x→0

f ′(x) =∞.

Ðàñøèðèì ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x).

Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b]. Ââåäåì äëÿ íåå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(δ, f) � äëÿ
∀δ > 0 ïîëîæèì

ω(δ, f) = sup
x,x+t∈[a,b], |t|≤δ

|f(x+ t)− f(x)|. (1)
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

ω(δ, f) = sup
x,x+t∈[a,b], |t|≤δ

|f(x+ t)− f(x)|. (1)

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

1. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â (1) äîñòèãàåòñÿ [òåîðåìà Âåéåðøòðàññà]

2. Åñëè δ1 < δ2, òî ω(δ1, f) ≤ ω(δ2, f)

3. Ïðè δ → 0 + 0 âûïîëíåíî ω(δ, f)→ 0 [òåîðåìà Êàíòîðà]

4. Åñëè f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x) îãðàíè÷åíà, òî ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé
M > 0

ω(δ, f) ≤Mδ ∀δ > 0 (2)

[Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

f(x+ t)− f(x) = f ′(ξ)t⇒ |f(x+ t)− f(x)| ≤M |t| ]

4 / 21



� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = xα (0 < α < 1) íà [0, 1].

Åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) = αxα−1 íå îãðàíè÷åíà ïðè x→ 0 + 0.

Îäíàêî äëÿ ∀t > 0, x ≥ 0:

(x+ t)α − xα = tα
((x
t
+ 1
)α − (x

t

)α)
.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(h) = (h+ 1)α − hα óáûâàåò íà [0,+∞), òàê êàê

ϕ′(h) = α
(
(h+ 1)α−1 − hα−1

)
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(h) ≤ ϕ(0) = 1

⇒ 0 < (x+ t)α − xα ≤ tα ∀t > 0,

ïðè÷åì ïðè x = 0 ðàçíîñòü (x+ t)α − xα = tα.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ∀t < 0:

0 < xα − (x+ t)α ≤ (−t)α.

Èòàê, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè f(x) ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

ω(δ, f) = δα ∀δ > 0.
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Îïð. Ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà [a, b] óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì
α ∈ (0, 1], åñëè ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

ω(δ, f) ≤Mδα ∀δ > 0. (3)

Îáîçíà÷åíèå: f(x) ∈ Cα[a, b].

Çàìå÷àíèÿ.

1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ f(x) ∈ Cα[a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x+ t)− f(x)| ≤M |t|α ∀x, x+ t ∈ [a, b].

2. Â ñëó÷àå α = 1 óñëîâèå (3) íàçûâàþò óñëîâèåì Ëèïøèöà.

3. Åñëè α1, α2 ∈ (0, 1] òàêîâû, ÷òî α1 < α2, òî Cα2 [a, b] ⊂ Cα1 [a, b].
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7.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ÒÐÔ äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ Ã¼ëüäåðà

Òåîðåìà 16.
Ïóñòü f(x) ∈ Cα[−π, π], 0 < α ≤ 1, è f(−π) = f(π). Òîãäà ÒÐÔ ôóíêöèè f(x)
ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà [−π, π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì f(x) (2π)-ïåðèîäè÷åñêè íà R. Âîñïîëüçóåìñÿ
ëåììîé 2:

Sn(x, f)− f(x) =
δ∫
−δ

[f(x+ t)− f(x)]Dn(t) dt + Rn(x), (4)

ãäå Rn(x) ⇒ 0 íà [−π, π].
Äîáàâèì îöåíêó ïåðâîãî èíòåãðàëà â (4):∣∣∣∣∣∣∣

δ∫
−δ

[f(x+ t)− f(x)]Dn(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
δ∫
−δ

|f(x+ t)− f(x)| · |Dn(t)| dt ≤

≤M
δ∫
−δ

|t|α ·
1

2π| sin(t/2)|
dt =

M

π

δ∫
0

tα

sin(t/2)
dt.
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Òàê êàê sin(t/2) ≥ t
π
ïðè t ∈ (0, π], òî∣∣∣∣∣∣∣

δ∫
−δ

[f(x+ t)− f(x)]Dn(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M
δ∫

0

tα−1 dt =
M

α
δα.

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ∀ε > 0 âîçüìåì δ > 0 òàê, ÷òîáû

M

α
δα <

ε

2
,

è äàëåå âûáåðåì N òàê, ÷òîáû ∀n ≥ N è ∀x ∈ [−π, π]

|Rn(x)| <
ε

2
.

⇒ |Sn(x, f)− f(x)| < ε ∀n ≥ N ∀x ∈ [−π, π]
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 16 è ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà, ïîëó÷èì

Òåîðåìà 17.
Ïóñòü (2π)-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [−π, π]. Ïóñòü, êðîìå
òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî [a, b] ⊂ [−π, π]: f(x) ∈ Cα[a, b], 0 < α ≤ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

δ ∈ (0, b−a
2

) ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà [a+ δ, b− δ].
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

7.3. Ñõîäèìîñòü ÒÐÔ â òî÷êå

Îïð. Ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå x0 ñïðàâà [ñëåâà] óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1], åñëè

I ñóùåñòâóåò f(x0 + 0) [f(x0 − 0)];

I äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 âûïîëíåíî

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ≤M tα ∀t ∈ (0, δ) (5)[
|f(x0 − t)− f(x0 − 0)| ≤M tα ∀t ∈ (0, δ)

]

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè f(x) ∈ Cα1 [a, x0)∩Cα2 (x0, b], òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà â òî÷êå x0 ñëåâà ñ ïîêàçàòåëåì α1 è ñïðàâà ñ ïîêàçàòåëåì α2.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðàâóþ [ëåâóþ] ïðîèçâîäíóþ, òî f(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà â òî÷êå x0 ñïðàâà [ñëåâà] ñ ïîêàçàòåëåì α = 1.
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

Òåîðåìà 18.
Ïóñòü (2π)-ïåðèîäè÷åñêàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ íà [−π, π] ôóíêöèÿ f(x) â íåêîòîðîé
òî÷êå x0:

I óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñïðàâà ñ ïîêàçàòåëåì α1 ∈ (0, 1],

I óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñëåâà ñ ïîêàçàòåëåì α2 ∈ (0, 1].

Òîãäà ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ê çíà÷åíèþ

f̃(x0) =
1

2

[
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

]
.
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ≤M1 t
α1 ∀t ∈ (0, δ1),

|f(x0 + t)− f(x0 − 0)| ≤M2 (−t)α2 ∀t ∈ (−δ2, 0).

Òîãäà, åñëè M = max(M1,M2), α = min(α1, α2), δ = min(δ1, δ2), òî

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ≤M tα ∀t ∈ (0, δ),

|f(x0 + t)− f(x0 − 0)| ≤M (−t)α ∀t ∈ (−δ, 0).

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ èç ëåììû 2 (R̃n → 0):

Sn(x0, f)− f̃(x0) =
δ∫
−δ

[
f(x0 + t)− f̃(x0)

]
Dn(t) dt + R̃n =

=

δ∫
0

f(x0+t)Dn(t) dt+

0∫
−δ

f(x0+t)Dn(t) dt−
δ∫

0

f(x0+0)Dn(t) dt−
0∫
−δ

f(x0−0)Dn(t) dt+

+R̃n =

δ∫
0

[
f(x0+t)−f(x0+0)

]
Dn(t) dt+

0∫
−δ

[
f(x0+t)−f(x0−0)

]
Dn(t) dt+R̃n.
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Äàëåå çàâåðøåíèå ðàññóæäåíèÿ òàêîå æå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå:∣∣∣∣∣∣
δ∫

0

[
f(x0 + t)− f(x0 + 0)

]
Dn(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
δ∫

0

Mtα
dt

2π| sin(t/2)|
≤
M

2

δ∫
0

tα−1 dt =
M

2α
δα;

∣∣∣∣∣∣∣
0∫
−δ

[
f(x0 + t)− f(x0 − 0)

]
Dn(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
0∫
−δ

M |t|α
dt

2π| sin(t/2)|
≤
M

2

δ∫
0

tα−1 dt =
M

2α
δα;

R̃n → 0 ïðè n→∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ∀ε > 0 ñíà÷àëà âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû

M

α
δα <

ε

2
,

à çàòåì N òàê, ÷òîáû ∀n ≥ N
|R̃n| <

ε

2
.

Òîãäà ïðè n ≥ N
|Sn(x0, f)− f̃(x0)| < ε.
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

7.4. Ïðèìåðû è çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

I. Ïðèìåð îäíîãî ÒÐÔ è ñâÿçàííûå ñ íèì ðåçóëüòàòû.

Ïîñòðîèì ðàçëîæåíèå â ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) = x íà [−π, π]. Èç îáùåé òåîðèè
ñëåäóåò, ÷òî

I â ýòîì ðàçëîæåíèè êîýôôèöèåíòû an = 0 ∀n,
I ðÿä ñõîäèòñÿ â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå [−π, π] ê ôóíêöèè f(x),

I â òî÷êàõ −π è π ðÿä ñõîäèòñÿ ê íóëþ,

I ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà ëþáîì èíòåðâàëå èç [−π, π].
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

à) Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = x:

an =
1

π

π∫
−π

x cosnx dx = 0 ∀n,

bn =
1

π

π∫
−π

x sinnx dx =
−1
πn

x cosnx

∣∣∣∣π
−π

+
1

πn

π∫
−π

cosnx dx = (−1)n+1 2

n
.

ÒÐÔ èìååò âèä

x =
∞∑
n=1

(−1)n+1 2 sinnx

n
∀x ∈ (−π, π). (6)
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� 7. Óòî÷íåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Êëàññû Ã¼ëüäåðà.

á) Çàïèøåì ÒÐÔ (6) äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x:

x = 1 ⇒
∞∑
n=1

(−1)n+1 sinn

n
=

1

2
; (7)

x =
π

2
⇒

∞∑
n=1

(−1)n+1
sin nπ

2

n
=
π

4

Òàê êàê sin nπ
2

= 0 ïðè n = 2k è sin nπ
2

= (−1)k ïðè n = 2k + 1, òî

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=
π

4
. (8)

â) Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

1

π

π∫
−π

x2 dx =
∞∑
n=1

(
(−1)n+1 2

n

)2

⇒

⇒
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
[Ýéëåð, 1735] (9)
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ã) Ïðîèíòåãðèðóåì ðÿä (6) ïî÷ëåííî ïî îòðåçêó 0 ≤ x ≤ y äëÿ êàæäîãî y ∈ (0, π]:

y∫
0

x dx =
∞∑
n=1

2(−1)n+1

n

y∫
0

sinnx dx ⇒

⇒
y2

4
=
∞∑
n=1

(−1)n

n2
(cosny − 1) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
+
∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosny. (10)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè y = π ïîëó÷èì

π2

4
=
∞∑
n=1

(−1)n

n2
((−1)n − 1) =

∞∑
k=0

2

(2k + 1)2
⇒

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
(11)

Âû÷èñëèì ÷èñëîâîé ðÿä â ðàçëîæåíèè (10):

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
−
∞∑
k=1

1

(2k)2
=
π2

8
−
π2

24
=
π2

12
.
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Èòàê, îêîí÷àòåëüíî

y2

4
=
π2

12
+
∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosny, −π ≤ y ≤ π. (12)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðÿä (12) ÿâëÿåòñÿ ÒÐÔ ôóíêöèè

g(y) = y2

4
ñ êîýôôèöèåíòàìè

A0 =
π2

6
, An =

(−1)n

n2
, n ≥ 1, Bn = 0 ∀n.

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäà (12) ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó:

1

π

π∫
−π

y4

16
dy =

1

2

(π2

6

)2
+
∞∑
n=1

1

n4
⇒

2π4

80
=
π4

72
+

∞∑
n=1

1

n4
⇒

⇒
∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
. (13)
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II. ÒÐÔ íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü â ÒÐÔ ôóíêöèþ f(x), çàäàííóþ íà ïðîèçâîëüíîì
èíòåðâàëå [−l, l], ãäå l > 0. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âûïîëíèâ çàìåíó
x = l

π
t : [−π, π]→ [−l, l]. Òîãäà ÒÐÔ äëÿ ôóíêöèè f( l

π
t) íà [−π, π] ïåðåéäåò â

èñêîìîå ðàçëîæåíèå äëÿ f(x):

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πn

l
x+ bn sin

πn

l
x
)
, (14)

ãäå

an =
1

π

π∫
−π

f
( l
π
t
)
cosnt dt =

1

l

l∫
−l

f(x) cos
πn

l
x dx,

bn =
1

π

π∫
−π

f
( l
π
t
)
sinnt dt =

1

l

l∫
−l

f(x) sin
πn

l
x dx.
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III. Êîìïëåêñíàÿ ôîðìà çàïèñè ÒÐÔ.

Ðàññìîòðèì íà −π ≤ x ≤ π

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Ïðåîáðàçóåì åãî, ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

an cosnx+ bn sinnx =
1

π

cosnx

π∫
−π

f(t) cosnt dt+ sinnx

π∫
−π

f(t) sinnt dt

 =

=
1

π

π∫
−π

f(t) cosn(x− t) dt =
1

2π

π∫
−π

f(t)
[
e−in(x−t) + ein(x−t)

]
dt =

= e−inx ·
1

2π

π∫
−π

f(t)eint dt+ einx ·
1

2π

π∫
−π

f(t)e−int dt ≡ c−ne−inx + cne
inx.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòü c0 = 1
2
a0, òî ïîëó÷èì

f(x) =

+∞∑
n=−∞

cne
inx. (15)
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� 8. Èíòåãðàë Ôóðüå.

8.1. Ôîðìàëüíûé ïåðåõîä îò ðÿäîâ Ôóðüå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà íà R è íà êàæäîì [−l, l] äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â
ÒÐÔ:

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πn

l
x+ bn sin

πn

l
x
)
=

=
1

2l

l∫
−l

f(ξ) dξ+
∞∑
n=1

1

l
cos

πn

l
x

l∫
−l

f(ξ) cos
πn

l
ξ dξ +

1

l
sin

πn

l
x

l∫
−l

f(ξ) sin
πn

l
ξ dξ

 =

=
1

2l

l∫
−l

f(ξ) dξ +
∞∑
n=1

1

l

l∫
−l

f(ξ) cos
πn

l
(ξ − x) dξ =

=

+∞∑
n=−∞

1

2l

l∫
−l

f(ξ) cos
πn

l
(ξ − x) dξ. (1)
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Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1)

N∑
n=−N

1

2l

l∫
−l

f(ξ) cos
πn

l
(ξ − x) dξ (2)

è áóäåì ïðè ýòîì ñ÷èòàòü, ÷òî l ìåíÿåòñÿ (ðàñòåò) ñîãëàñîâàííî ñ ðîñòîì N ïî
ïðàâèëó

l2 = Nπ.

Òîãäà âûïîëíèì ñëåäóþùèå çàìåíû
1

2l
=

l

2πN
,
π

l
=

l

N
, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ïîëó÷èì

N∑
n=−N

l

2πN

l∫
−l

f(ξ) cos
ln

N
(ξ − x) dξ. (3)

Êîýôôèöèåíòû
ln

N
â (3) ðàçáèâàþò [−l, l] íà ðàâíûå ÷àñòè, êàæäàÿ äëèíû

l

N
:

−l < −l +
l

N
< −l +

2l

N
< . . . < l−

l

N
< l,

ïîýòîìó (3) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà

l∫
−l

1

2π

l∫
−l

f(ξ) cosu(ξ − x) dξ du. (4)
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Ïðè l→ +∞ ýòîò èíòåãðàë

l∫
−l

1

2π

l∫
−l

f(ξ) cosu(ξ − x) dξ du (4)

ïåðåõîäèò â íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë è, òàê êàê ïðè ýòîì N →∞, ïîëó÷èòñÿ
ðàâåíñòâî:

f(x) =
1

π

∞∫
0

du

∞∫
−∞

f(ξ) cosu(ξ − x) dξ (5)

èëè, â äðóãîì âèäå,

f(x) =
1

π

∞∫
0

[
a(u) cosux+ b(u) sinux

]
du, (6)

ãäå

a(u) =

∞∫
−∞

f(ξ) cos ξu dξ, b(u) =

∞∫
−∞

f(ξ) sin ξu dξ.

Ôîðìóëà (6) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Ôóðüå.
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8.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f(x), çàäàííûå íà R, èíòåãðèðóåìûå ïî Ðèìàíó
íà ∀[a, b] ⊂ R è äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∞∫
−∞

|f(x)| dx.

Îáîçíà÷åíèå: f(x) ∈ L1(R).

Îïð. Ôóíêöèÿ

f̂(y) =

∞∫
−∞

f(x)eixy dx (7)

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (îáðàçîì Ôóðüå) ôóíêöèè f(x).

Çàìå÷àíèå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôîðìó çàïèñè,
îáúåäèíÿþùóþ îáîçíà÷åíèÿ ôîðìóëû (6)

a(y) =

∞∫
−∞

f(x) cosxy dx, b(y) =

∞∫
−∞

f(x) sinxy dx,

êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü êîñèíóñ- è ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå.
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Òåîðåìà 19.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ L1(R). Òîãäà

I åå îáðàç Ôóðüå f̂(y) îïðåäåëåí äëÿ ∀y ∈ R,
I ôóíêöèÿ f̂(y) íåïðåðûâíà íà R,
I âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
|y|→∞

f̂(y) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Òàê êàê |f(x)eixy | = |f(x)|, òî f̂(y) îïðåäåëåíà äëÿ ∀y ∈ R è èíòåãðàë

∞∫
−∞

f(x)eixy dx

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà R (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà).

2) Ðàññìîòðèì

In(y) =

n∫
−n

f(x)eixy dx. (8)

Òîãäà

|In(y0+h)−In(y0)| ≤
n∫
−n

|f(x)|·
∣∣eix(y0+h)−eixy0 ∣∣ dx =

n∫
−n

|f(x)|·
∣∣eixh−1∣∣ dx ≤ ∗

≤
n∫
−n

|f(x)| · |xh| dx ≤ nh
n∫
−n

|f(x)| dx ≤ nh
∞∫
−∞

|f(x)| dx.

[
∗ |eit − 1| = 2| sin(t/2)| ≤ |t|

]
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Òàêèì îáðàçîì, In(y) íåïðåðûâíà íà R äëÿ êàæäîãî n. Òàê êàê In(y) ⇒ f̂(y), òî

f̂(y) íåïðåðûâíà íà R.

3) Ôèêñèðóåì ∀ε > 0 è âûáåðåì A > 0:∫
|x|≥A

|f(x)| dx <
ε

3
(9)

⇒ |f̂(y)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
A∫
−A

f(x)eixy dx

∣∣∣∣∣∣∣+
ε

3
∀y ∈ R

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå [−A,A]: −A = x0 < x1 < . . . < xn = A, äëÿ
êîòîðîãî âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó S óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

0 ≤ S −
A∫
−A

f(x) dx <
ε

3
.
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Åñëè ðàññìîòðåòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ

f1(x) =

{
M1 ïðè x ∈ [x0, x1],
Mk ïðè x ∈ (xk−1, xk], k = 2, . . . , n,

ãäå Mk = sup
x∈(xk−1,xk)

f(x), òî

S =

A∫
−A

f1(x) dx

A∫
−A

|f1(x)− f(x)| dx =

A∫
−A

(f1(x)− f(x)) dx = S −
A∫
−A

f(x) dx <
ε

3
.
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Òîãäà∣∣∣∣∣∣∣
A∫
−A

f(x)eixy dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
A∫
−A

f1(x)e
ixy dx

∣∣∣∣∣∣∣+
A∫
−A

|f1(x)− f(x)| dx <

<

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Mk

xk∫
xk−1

eixy dx

∣∣∣∣∣∣∣+
ε

3
≤

n∑
k=1

|Mk| ·
∣∣∣∣ eixky − eixk−1y

iy

∣∣∣∣+ ε

3
≤

≤
2

|y|

n∑
k=1

|Mk|+
ε

3
<

2ε

3
,

åñëè

|y| ≥
6

ε

n∑
k=1

|Mk|. (10)

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ∀y, óäîâëåòâîðÿþùèõ (10), âûïîëíåíî

|f̂(y)| < ε.
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Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 19.
Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 19 ñïðàâåäëèâû äëÿ êîñèíóñ- è ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå:

a(y) =

∞∫
−∞

f(x) cosxy dx, b(y) =

∞∫
−∞

f(x) sinxy dx.
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8.3. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â èíòåãðàë Ôóðüå

Èòàê, îòîáðàæåíèå (ëèíåéíîå!)

f(x) 7→ f̂(y) =

∞∫
−∞

f(x)eixy dx

êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà L1(R).
Âîïðîñ: îáëàäàåò ëè îíî îáðàòíûì, ò.å. ìîæíî ëè ïî f̂(y) âîññòàíîâèòü f(x) ?

Óêàæåì êëàññ ôóíêöèé, íà êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáðàòèìî (ò.å.
ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå), è ïîñòðîèì ôîðìóëó äëÿ
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (åå íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f(x) â èíòåãðàë

Ôóðüå).

Îïð. Ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f(x) â èíòåãðàë Ôóðüå íàçûâàþò ñëåäóþùèé
íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

1

2π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(y)e−ixy dy ≡
1

2π
lim

λ→+∞

λ∫
−λ

f̂(y)e−ixy dy. (11)
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Òåîðåìà 20.
Ïóñòü f(x) ∈ L1(R) è â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ R ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñëåâà è ñïðàâà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1]. Òîãäà f(x) ðàçëîæèìà
â ýòîé òî÷êå â èíòåãðàë Ôóðüå è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

2π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(y)e−ixy dy =
1

2

(
f(x+ 0) + f(x− 0)

)
. (12)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Òàê êàê f̂(y) íåïðåðûâíà, òî ∀λ > 0 ñóùåñòâóåò

λ∫
−λ

e−ixy f̂(y) dy =

λ∫
−λ

e−ixy
∞∫
−∞

f(u)eiuy du dy.

Ïîêàæåì, ÷òî çäåñü ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà äëÿ f̂(y)
äëÿ ∀ε > 0 ∃A0 > 0 : ∀A ≥ A0 è ∀y ∈ [−λ, λ]:∣∣∣∣∣∣∣

∞∫
−∞

f(u)eiuy du−
A∫
−A

f(u)eiuy du

∣∣∣∣∣∣∣ <
π

λ
ε

⇒

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

λ∫
−λ

e−ixy f̂(y) dy −
1

2π

λ∫
−λ

e−ixy
A∫
−A

f(u)eiuy du dy

∣∣∣∣∣∣∣ <
2λ

2π
·
π

λ
ε = ε.

Ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå ëåâîé ÷àñòè.
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∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

λ∫
−λ

e−ixy f̂(y) dy −
1

2π

A∫
−A

f(u)

λ∫
−λ

e−iy(u−x) dy du

∣∣∣∣∣∣∣ < ε ∀A ≥ A0.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

1

2π

∞∫
−∞

f(u)

λ∫
−λ

e−iy(u−x) dy du

è ðàâåíñòâî

1

2π

λ∫
−λ

e−ixy f̂(y) dy =
1

2π

∞∫
−∞

f(u)

λ∫
−λ

e−iy(u−x) dy du. (13)

2) Âû÷èñëèì âíóòðåííèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (13):

λ∫
−λ

e−iy(u−x) dy =
eiλ(u−x) − e−iλ(u−x)

i(u− x)
= 2

sinλ(u− x)
u− x

.

Òàêèì îáðàçîì, èç (13) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
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1

2π

λ∫
−λ

e−ixy f̂(y) dy =
1

π

∞∫
−∞

f(u)
sinλ(u− x)

u− x
du =

1

π

∞∫
−∞

f(x+ t)
sinλt

t
dt. (14)

3) Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè (14) ïðè λ→ +∞ ðàâåí
1
2

(
f(x+ 0) + f(x− 0)

)
.

Ïðåîáðàçóåì ðàçíîñòü

1

π

∞∫
−∞

f(x+ t)
sinλt

t
dt−

1

2

(
f(x+ 0) + f(x− 0)

)
,

ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà Äèðèõëå

+∞∫
0

sinλt

t
dt =

0∫
−∞

sinλt

t
dt =

π

2
.
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� 8. Èíòåãðàë Ôóðüå.

1

π

∞∫
−∞

f(x+ t)
sinλt

t
dt−

1

2

(
f(x+ 0) + f(x− 0)

)
=

=
1

π

∞∫
−∞

f(x+ t)
sinλt

t
dt−

f(x+ 0)

π

+∞∫
0

sinλt

t
dt−

f(x− 0)

π

0∫
−∞

sinλt

t
dt =

=
1

π

+∞∫
0

[
f(x+ t)− f(x+ 0)

] sinλt
t

dt+
1

π

0∫
−∞

[
f(x+ t)− f(x− 0)

] sinλt
t

dt.

(15)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (15).
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Ñ ïîêà ïðîèçâîëüíûì δ > 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1

π

+∞∫
0

[
f(x+ t)− f(x+ 0)

] sinλt
t

dt =

=
1

π

δ∫
0

[
f(x+t)−f(x+0)

] sinλt
t

dt+

+∞∫
δ

f(x+ t)

πt
sinλt dt−

f(x+ 0)

π

+∞∫
δ

sinλt

t
dt ≡

≡ I1 + I2 + I3.

Èíòåãðàë I2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ→ +∞, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ
ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè

g(t) =

 f(x+ t)

πt
ïðè t ≥ δ,

0 ïðè 0 ≤ t < δ,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò L1(R).
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Èíòåãðàë I3 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ→ +∞, òàê êàê

+∞∫
δ

sinλt

t
dt =

+∞∫
λδ

sin ξ

ξ
dξ → 0 ïðè λ→ +∞.

Íàêîíåö, èíòåãðàë I1 äîïóñêàåò îöåíêó∣∣∣∣∣∣ 1π
δ∫

0

[
f(x+ t)− f(x+ 0)

] sinλt
t

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

1

π

δ∫
0

∣∣f(x+ t)− f(x+ 0)
∣∣1
t
dt ≤

1

π

δ∫
0

Mtα
1

t
dt =

M

απ
δα.
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Çíà÷èò, åñëè âûáðàòü δ > 0 òàê, ÷òîáû

M

απ
δα <

ε

3
,

à çàòåì óêàçàòü λ0 òàê, ÷òîáû ïðè λ ≥ λ0:

|I2| <
ε

3
, |I3| <

ε

3
,

òî ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (15) áóäåò ìåíüøå ε.

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â (15).
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Çàìå÷àíèå. Ïðîàíàëèçèðóåì ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ f(x) � ÷åòíàÿ íà R.

Âî-ïåðâûõ,

f̂(y) =

∞∫
−∞

f(x)eixy dx =

∞∫
−∞

f(x) cosxy dx+ i

∞∫
−∞

f(x) sinxy dx =

= 2

∞∫
0

f(x) cosxy dx

è, ñëåäîâàòåëüíî, f̂(y) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

Âî-âòîðûõ,

1

2

(
f(x+0)+ f(x− 0)

)
=

1

2π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(y)e−ixy dy =
1

2π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(y) cosxy dy =

=
1

2π
lim

λ→+∞
2

λ∫
0

f̂(y) cosxy dy =
1

π

+∞∫
0

f̂(y) cosxy dy.
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñëó÷àÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè f(x) íà R èìååì

f̂(y) = 2i

∞∫
0

f(x) sinxy dx � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ,

1

2

(
f(x+ 0) + f(x− 0)

)
=

1

2π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(y)(−i) sinxy dy =
−i
π

+∞∫
0

f̂(y) sinxy dy.
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
òåîðåìû 20, åå ðàçëîæåíèå (12) â èíòåãðàë Ôóðüå ìîæíî çàïèñàòü è ñ ïîìîùüþ
êîñèíóñ- è ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

a(y) =

∞∫
−∞

f(x) cosxy dx, b(y) =

∞∫
−∞

f(x) sinxy dx

â ñëåäóþùåì âèäå (èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ôóðüå):

1

2

(
f(x+ 0) + f(x− 0)

)
=

1

π

+∞∫
0

(
a(y) cosxy + b(y) sinxy

)
dy.
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8.4. Ïðèìåðû

I. Ïîñòðîåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ðàññìîòðèì íà 0 ≤ x <∞ ôóíêöèþ f(x) = e−ax, ãäå a > 0 � çàäàííûé
ïàðàìåòð.
Ïîñòðîèì åå îáðàç Ôóðüå f̂(y), ïðîäîëæàÿ f(x) ÷åòíûì îáðàçîì íà −∞ < x ≤ 0,
ò.å. ïîëàãàÿ äëÿ ∀x ∈ R

f(x) = e−a|x|.

Ðåøåíèå:

f̂(y) =

∞∫
−∞

e−a|x|eiyx dx = 2

+∞∫
0

e−ax cos yx dx =

= 2e−ax
y sin yx− a cos yx

a2 + y2

∣∣∣∣x=+∞

x=0

=
2a

a2 + y2
. (16)
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) =
1

2π
v.p.

∞∫
−∞

f̂(y)e−iyx dy =
1

π

+∞∫
0

f̂(y) cosxy dy

⇒ e−|a|x =
1

π

+∞∫
0

2a cosxy

a2 + y2
dx. (17)
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II. Ïðèëîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì íà ïîëóïðÿìîé 0 < x < +∞ óðàâíåíèå

u′′ − u = e−ax, a > 0.

Ïîñòðîèì ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

lim
x→+∞

u(x) = 0, lim
x→+∞

u′(x) = 0. (18)

Äëÿ ýòîãî ïðîäîëæèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÷åòíûì îáðàçîì íà ïîëóïðÿìóþ
−∞ < x ≤ 0: f(x) = e−|a|x è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

u′′ − u = f(x), x ∈ R, (19)

â êëàññå ÷åòíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (18).
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� 8. Èíòåãðàë Ôóðüå.

Ïåðåéäåì â (19) ê îáðàçàì Ôóðüå, ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

û′′ − û = f̂(y), y ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè

u(x) 7→ û(y) =

∞∫
−∞

u(x)eiyx dx,

òî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (18), ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâèÿ

u′(x) 7→ û′(y) =

∞∫
−∞

u′(x)eiyx dx = u(x)eiyx
∣∣+∞
−∞ − iy

∞∫
−∞

u(x)eiyx dx =

= −iy
∞∫
−∞

u(x)eiyx dx,

u′′(x) 7→ û′′(y) = (−iy)2û(y) = −y2û(y).
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� 8. Èíòåãðàë Ôóðüå.

Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (16), ïîëó÷èì äëÿ îáðàçà Ôóðüå û(y)
àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå:

−y2û(y)− û(y) =
2a

a2 + y2
⇒ û(y) =

−2a
(a2 + y2)(1 + y2)

.

Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå ïîçâîëÿåò òåïåðü âîññòàíîâèòü èñêîìóþ
ôóíêöèþ:

u(x) =
−2a
π

+∞∫
0

cosxy dy

(a2 + y2)(1 + y2)
=

−2a
π(a2 − 1)

 +∞∫
0

cosxy dy

1 + y2
−

+∞∫
0

cosxy dy

a2 + y2

 =

=
−a

a2 − 1

[
e−|x| −

1

a
e−a|x|

]
.

[
íà ïîñëåäíåì øàãå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (17)

]
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� 8. Èíòåãðàë Ôóðüå.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðåøåíèå íà ïîëóïðÿìîé 0 ≤ x < +∞ èìååò âèä

u(x) =
−a

a2 − 1

(
e−x −

1

a
e−ax

)
.
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ÃËÀÂÀ. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå.

Ýòî áûëà ïîñëåäíÿÿ ëåêöèÿ ýòîãî êðàòêîãî êóðñà ïî òåìå
¾Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå¿.

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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